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1.- Introduccion

El ciclo del carbono tiene un componente de gran magnitud en los suelos del planeta ya que
se calcula que el carbono organico acumulado en el primer metro de suelo alcanza los 1550
petagramos (Eswaran et al..,1995) lo que representa alrededor de un 75% de todo el
carbono terrestre (Herderson, 1995). De éste anualmente, a través de proceso de respiracion
de los microorganismos del suelo, se liberan a la atmosfera alrededor de un 4-5% (Conteh,
1999). Estas emisiones equivalen a 10 veces el CO; liberado por la quema de combustibles
fosiles, pero es vuelta a capturar en la produccion de biomasa, tanto en ecosistemas
terrestres como en los océanos, por lo que se espera cierto equilibrio entre las emisiones y
las capturas. Sin embargo, cuando existe un cambio de uso de suelo y se altera este ciclo de
emisiones, el equilibrio alcanzado por los sistemas naturales es alterado lo que se reflejara
en mayores emisiones que capturas del gas CO, hacia la atmoésfera. En este nuevo
escenario, se calcula que las emisiones correspondientes al cambio de uso de suelo alcanzan
un 35% de las producidas a través de la quema de combustibles fosiles (Schlesinger, 1999).

En este sentido, y ha raiz de estas dos actividades humanas, la concentracion de CO; en la
atmosfera ha cambiado significativamente. Para el periodo comprendido entre los afios 900
al 1200 se calcula que su concentracion alcanzaba valores de 280 ppmv y entre los afios
1300 al 1800 de 280 ppmv (Lal ef al. 1998). En contraste, para el ano 1994 la
concentracion de este gas alcanzo las 358 ppmv (IPCC, 1996). Este dramatico aumento de
la concentraciéon de CO, en la atmodsfera tiene su origen principalmente en las dos
actividades humanas mencionadas anteriormente: el cambio de uso de suelo y la quema de
combustibles fosiles inducidas principalmente por la era industrial y por el crecimiento
demografico exagerado y las necesidades alimenticias del planeta.

En este escenario “desbalanceado”, el cambio en la concentracion de CO; en la atmoésfera
ha promovido el aumento global de la temperatura del planeta en un fendémeno conocido
como efecto invernadero lo que se traduciria posiblemente en un cambio climatico global
en el planeta. Dentro de este cambio climatico se podrian esperar un aumento de la
temperatura entre 1.4 °C a 5.8°C en el periodo 1990 al 2100 con “un aumento significativo
del riesgo para las sociedades y los ecosistemas” (IPCC, 2000).

Para México la determinacion del contenido de carbono organico en el suelo (COS) y su
dindmica frente a cambios en la cobertura vegetal o cambios en el uso del suelo, es
fundamental en la elaboracion de inventarios de dentro de las obligaciones de México ante
la Convencidén Marco de las Naciones Unidas sobre el Cambio Climatico (CMNUCC), en
el contexto del Protocolo de Kyoto o en el disefio de programas confiables de pagos de
servicios ambientales. En este sentido las futuras emisiones o capturas de carbono por los
ecosistemas pueden ser caracterizadas solo si se tiene un real conocimiento de la relacion
entre la vegetacion y el suelo donde esta se desarrolla, como también su comportamiento
frente a condiciones climaticas de pasado o posibles escenarios futuros.

Meéxico durante los ultimos afos ha realizado esfuerzos importantes para actualizar su
Inventario Nacional de Gases de Efecto invernadero (GEI) y hasta el momento el pais ha
publicado dos inventarios nacionales de GEI y esta por finalizar el tercero, desarrollados a



partir de metodologias propuestas por el Panel Intergubernamental sobre Cambio Climatico
(IPCC) en su guia version revisada 1996 (IPCC, 2003). El primer inventario fue parte del
Estudio de Pais sobre Cambio Climatico (1995) y financiado por el Programa de las
Naciones Unidas para el Medio Ambiente y el U.S. Country Studies Program, utilizando
1990 como afio base. El segundo, se elabor¢ utilizando como afio de referencia el 2000 y el
tercero (proximo a finalizarse) tomo6 como afio base el 2002.

Dentro de los resultados obtenidos en las primeras aproximaciones de la Tercera
Comunicacion (INE-SEMARNAT, en preparacion), afio base 2002, se establece que el
sector de cambio de uso del suelo y silvicultura gener6 98,885 Gg de C0,, de los cuales los
suelos contribuyeron con 30,344 mil Gg (31 %). Aunque estas estimaciones pueden
considerarse como preliminares, se establece la importancia de la componente suelo en la
generacion de CO, y ubica al sector Uso de Suelo, Cambio de Uso de Suelo y Bosques
(USCUSyB) como el segundo en importancia después del energético.

Historicamente, los calculos de las emisiones dentro del sector USCUSyB han presentado
problemas como son; las metodologias propuestas por el IPCC son inapropiadas en varios
aspectos (i.e., las clases de vegetacion utilizadas a nivel nacional vs las propuestas en la
Guia 1996) y por otra parte en el pais no existe una cultura que permita mantener
estadisticas forestales utilizando metodologias consistentes a lo largo del tiempo y que
reflejen series historicas. Estas deficiencias han conducido a carencias importantes y falta
de credibilidad en los datos de actividad forestal que se requieren para elaborar el
inventario de GEL

Estos problemas han ocasionado que los inventarios de GEI del sector forestal se realicen
aplicando niveles de aproximacion o Tier (en inglés) mas bajos, es decir Tier 1. Esto ha
implicado simplificar la clasificacion de la vegetacion, en los parametros asociados a las
emisiones de GEIL y el uso de valores por defecto de la literatura internacional arrojando
estimaciones del sector con niveles altos de incertidumbre y dificil de cuantificar dentro del
inventario nacional. En la Segunda Comunicacion Nacional los sectores actualizaron el
inventario hasta el afio 2000 bajo un Tier 2, mientras que el inventario forestal se estimé
solamente hasta el periodo 94-96 debido al rezago y poca confiabilidad de la informacion
forestal, particularmente sobre las tasas de deforestacion y densidades de biomasa y
carbono en los suelos.

Pensando hacia el futuro, las metodologias que se desarrollen para encarar esta
problematica deben apuntar a niveles de aproximacion maximos (Tier 3) actualizando las
emisiones derivadas del sector USCUSyB anualmente, a partir de datos de actividad,
factores de emision locales, confiables y actualizados para mejorar y determinar la
certidumbre de las emisiones de GEI para el sector. Afortunadamente hoy se cuenta con
bases de informacion mas adecuadas y confiables (esfuerzos INEGI y CONAFOR) que
permiten mejorar las estimaciones de GEI a nivel nacional ademés de herramientas de
mayor desarrollo tecnoldgico (satélites), aunado a un desarrollo intelectual adecuado para el
desarrollo de metodologias de procesamiento de la informacion.



2. Contexto Nacional

En la Republica Mexicana se han llevado a cabo variados levantamientos tanto de suelo
como de vegetacion los cuales han intentado tener una cobertura completa del pais. Los
principales levantamientos de vegetacion con cobertura total de México han sido la Serie 1
realizada entre los afios 1968 y 1986 a partir de imagenes aéreas y sitios de verificacion en
campo, sin correccion cuantitativa de la confiabilidad de la cartografia de uso del suelo y
300 categorias de vegetacion; la Serie II llevada a cabo entre los afios 1993 y 1996
correspondiente a una actualizacion de la cartografia de la Serie I a partir de Ia
interpretacion visual de espaciomapas derivados de la composicion a color de imagenes
Landsat TM y 600 categorias de uso de suelo. Por su parte el Instituto de Geografia de la
UNAM realizé entre los afios 1992 y 1994 el Inventario Forestal Nacional Periodico el
cual fue una actualizacion de las areas forestales de la cartografia de la Serie I con base en
el andlisis visual de 74 imagenes Landsat TM resultando un mapa hibrido con informacion
actualizada e informacion antigua de la Serie I (Velasquez et al. 2002). Finalmente en el
afio 2000, el Instituto de Geografia de la UNAM llevo a cabo la primera fase del Inventario
Forestal Nacional (IFN) 2000-2001 que consistid en la actualizacion de la informacion
digital de la Serie II de INEGI, a partir de la interpretacion visual de composiciones a color
de imagenes Landsat ETM+ y el nivel més detallado comprende 75 categorias de uso de
suelo (Palacio et al., 2000).

Si bien estos estudios han representado una gran contribucion en la investigacion en los
patrones y tendencias del cambio de uso de suelo, presentan muchos problemas de
interpretacion ya que las categorias vegetacionales no fueron exactamente las mismas en
los diferentes estudios lo que hace muy dificil sus compatibilidades y comparaciones. Por
otra parte, estos estudios presentan problemas de calidad en la georeferenciacion.

Finalmente se debe mencionar la base de datos de uso de suclo realizada por COTECOCA
entre los afios 1968 y 1981 la cual aporta informacion orientada al uso ganadero de la
vegetacion.

Por su parte, los principales estudios edafoldgicos con valores de carbono organico en los
suelos y cobertura nacional, han sido realizados por INEGI en su estudio I/nformacion
Nacional sobre Perfiles de Suelo, Version 1.2 (INEGI, 2004) y por SEMARNAT
conjuntamente con el Colegio de Postgraduados, en el estudio Procesos de degradacion del
suelo causada por el hombre en la Republica Mexicana, a escala 1:250,000
(SEMARNAT-CP, 2001). Los levantamiento realizados por el INEGI, si bien representan
avances significativos en la cobertura nacional de los muestreos de carbono en suelos, su
principal deficiencia corresponden a problemas de tipo temporal ya que fueron realizados
en un periodo de tiempo muy extenso, comenzando en el afio 1979 continuando hasta
nuestros dias (Figura 1). Esta variacion temporal de los muestreos conlleva a dificultades al
momento de hacer comparaciones entre los valores de COS dentro de las unidades de suelo
de la Republica y generara errores al intentar desarrollar correlaciones entre los distintos
tipos vegetacionales y los valores de carbono en el suelo.



Afio del muestreo

Figura 1. Representacion esquematica de los afos de las diferentes campafas de muestreo
realizadas por el INEGI (adaptado de Perfiles V.12, INEGI 2004).

Esta situacion lleva necesariamente a la estandarizacion de los muestreos dentro de un
espacio de temporalidad que permita su comparacion. Una alternativa para salvar este
desfase entre los muestreos suelo-suelo y suelo-vegetacion es, a través de los datos de
Condicion de la Vegetacion al momento de muestreo para realizar una estandarizacion.
Esta metodologia sera explicada en el transcurso del presente proyecto.

Por otra parte, en los muestreos realizados por INEGI no se incorpord evaluaciones de la
densidad aparente y porcentaje de fragmentos gruesos lo que disminuye su confiabilidad al
momento de realizar transformaciones volumétricas del contenido de carbono aportando
significativos valores de incertidumbre a las estimaciones.

Por su parte, el estudio SEMARNAT-CP, si bien presenta una cobertura aceptable del
territorio nacional no logrd representar todas las sub-unidades de suelo presentes en el pais.
En este estudio la profundidad de los muestreos en los sitios fue de 20 cm., lo que no
alcanza a cumplir con los requerimientos minimos de muestreo para COS para inventarios
segun las directrices del IPCC (IPCC, 1996); aunque tiene la gran ventaja de presentar
valores de densidad aparente. Esta base de datos, al igual que la base de INEGI, presenta
valores de carbono que deben ser estandarizados bajo el concepto de Condicion de la
Vegetacion para que de ésta manera se logre hacer comparables los valores de COS entre
las unidades de suelo y poder realizar correlaciones suelo y biomasa.

Las bases de datos de suelo y vegetacion en México han sido disefiadas y levantadas por
separado e incluso con propositos completamente diferentes. Generalmente, Ia
temporalidad de los muestreos ha sido dependiente de la disponibilidad de recursos
economicos y la densidad de los muestreos ha sido definida con base en la heterogeneidad,
la cual no siempre es coincidente entre los grupos de vegetacion y las unidades de suelo.
Asi, al analizar estas bases se puede observar que en los muestreos de la vegetacion no se
registrd el valor del COS y tampoco cuando se muestreo COS se levantd el valor de la
vegetacion (biomasa). Por estos motivos al momento de querer relacionar los valores de
COS y vegetacion o uso de suelo, se aprecia que en la mayoria de los sitios no existe
coincidencia espacial y si llega a existir, no hay coincidencia temporal.



En este sentido, en la dindmica del carbono en el suelo, la produccion primaria neta (PPN,
cantidad de biomasa producida por las plantas menos las pérdidas por respiracion) juega un
papel fundamental al momento de definir el potencial de acumulacion del carbono en el
sistema y no puede ser considerada por separado (ni espacial ni temporalmente) al
momento de realizar un inventario de COS. El problema de este analisis radica en que al
establecer una relacion directa entre la biomasa aérea y el COS no se considera que los
tiempos de residencia (tiempo que permanece el carbono como producto vegetal antes de
volver a su forma original en este caso CO2 y agua) y resilencia (capacidad de un elemento
para soportar una alteracion externa que cambie su composicion original definitivamente)
son completamente distintos entre ellos. Por otra parte, muchas veces los valores
muestreados de biomasa pueden corresponder a una situacion estacional o temporal (afio
lluvioso, afio seco, etc.) mientras que los valores de COS pueden corresponder a una
situacion “histérica” mas estable lo que puede llevar a encontrar bajos niveles de
correlaciones entre estas dos variables como se puede ver en la Figura 2.
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Figura 2. Correlacion entre biomasa y COS en un arenosol (Aynekulu, 2003).

Este desfase entre los dos principales almacenes de carbono organico terrestre queda
demostrado si se considera que a escala global el suelo es por mucho el almacén de carbono
mas importante en los ecosistemas terrestres y es 3 veces superior en magnitud al reservorio
de carbono en la vegetacion (Post ef al., 1990; Schlesinger, 1991).

En este punto surge otro factor a considerar en el andlisis de las bases de datos: la
variabilidad espacial de los valores de carbono en el suelo como en la vegetacion. Es de tal
magnitud dicha variabilidad que hoy en dia no se ha permitido disefiar una estrategia de
muestreo confiable o de un costo aceptable. En este sentido las complejas respuestas de los
almacenes COS en términos de magnitud y direccion frente a un cambio en el uso del
suelo, el monitoreo de pequefios incrementos en el contenido de carbono en suelos dentro
de un almacén enorme, los largos periodos de tiempo que comprenden verificaciones de los
beneficios, sumado a la alta variabilidad local del contenido de carbono y lo costoso de los
muestreos exhaustivos y el andlisis de laboratorio hacen que el mercado de carbono en



suelos no haya detonado ya que s6lo los reservorios medibles y monitoreables pueden ser
solicitados para créditos de carbono (Oliva y Masera, 2004).

Por otra parte, en la extrapolacion de los valores obtenidos a través de los muestreos
puntuales de COS, necesariamente se deben utilizar procesos de escalamiento de la
informacién (pocos cm® de suelo analizado en laboratorio extrapolados a millones de m® de
suelo en el pais). El orden de magnitud del problema es de una escala de seis (Paz, 2006). A
pesar de existir una cobertura visual satisfactoria del muestreo del COS y vegetacion sobre
el territorio nacional, ésta sigue siendo extremadamente baja en densidad y se necesitaria
grandes esfuerzos de muestreo para poder salvar la variabilidad espacial que conlleva este
tipo de informacion. En resumen, la escasez de informacion en el ambito espacial, limita la
obtencion de estimados estadisticos confiables.

El manejo de esta situacion lleva asociada grandes valores de incertidumbre si se utilizan
los métodos tradicionales de interpolacién (minimos cuadrados, regresion lineal simple,
kriging ordinario, modelos aditivos, etc.). Para mejorar su manejo y realizar interpolaciones
“inteligentes” se han propuesto metodologias que adicionan informacidon secundaria que
orienta el proceso de interpolacion, dando peso a cada una de estas informaciones
secundarias dependiendo del grado de incertidumbre asociado a su origen. De esta manera
por un lado, se controla el proceso de extrapolacion y por otro se cuantifican las
incertidumbres asociadas al proceso. Existen herramientas que permiten estudiar la
distribucion de las propiedades del suelo, independiente del tamaiio de la unidad de
observacion, como el analisis geostadistico (Warrick et al, 1986). Este analisis ha sido
utilizado por varios autores como Trangmar et al. (1987), Stein et al. (1997), Schomberg et
al. (2000) como una herramienta que permite examinar, describir y mapear la variabilidad
espacial de las propiedades del suelo.

3.- Objetivos

El objetivo de del presente anexo es disefiar un marco tedrico robusto a través del cual se
puedan realizar inventarios dinamicos del contenido de carbono en los suelos de la
Republica Mexicana a partir de informacion edafoldgica estdtica corregida a partir de
factores ecologicos dindmicos y escalada a las dimensiones de imagenes de satélite, con
una periodicidad anual y un nivel de incertidumbre minimizado y cuantificable.

En este sentido, con el desarrollo de la metodologia propuesta, se podrd garantizar la
generacion de comunicaciones nacionales anuales de emisiones de CO, en el sector forestal
al realizar los balances correspondientes entre afios consecutivos.

El estudio también tendra como objetivo secundario el disefio de una metodologia auditable
que permita generar un marco confiable para el pago de servicios ambientales captura de
carbono que relacione tanto las capturas y emisiones en la biomasa aérea como
subterraneas.



4.- Materiales y métodos
4.1.- Fuentes de informacion

La fuentes de informacion que se utilizaran en la presente investigacion seran
principalmente de dos tipos; informacion primaria o directa que corresponde a datos
medidos in situ (informacion dura medida en campafias terrestres) e informacion indirecta o
secundaria (informaciéon que llamaremos blandos) que tienen directa relaciéon con la
variable primaria a estudiar, en este caso el COS, y que pueden aportar orientacion al
momento de realizar interpolaciones, ejemplos de este tipo de informacion son, reflectancia
del suelo a partir de imagenes LANDSAT TM, productividad primaria neta, poligonos
edafologicos, poligonos climaticos, modelos de elevacion digital, etc.

La gran mayoria de los métodos de interpolacion disponibles suavizan la informacion al
interpolarla (dominio de atraccion gausiano, entonces métodos lineales), reduciendo la
variabilidad natural del carbono en el suelo por artefactos del método de andlisis. En
especial, si consideramos el marco tedrico de los procesos multifractales como una
herramienta de analisis (Paz, 2006), entonces es necesario el desarrollo de un enfoque de
interpolacion que considere en forma adecuada la variabilidad asociada a los procesos
multifractales.

Una forma de reducir la limitacion inherente en la baja cobertura de los muestreos de COS
en México es considerar del uso de informacion de contexto o indirecta para poder estimar
en forma mas robusta los pardmetros de los modelos de interpolacion. Por ejemplo, el
Continuo de Elevaciones Mexicano (CEM) con una resolucion espacial de 30 m x 30 m,
con un cubrimiento exhaustivo del territorio Mexicano. Asi, podemos usar variables
geomorficas desarrolladas a partir del CEM para definir relaciones con las variables
climatologicas y usar esta informacion indirecta, pesada por su incertidumbre asociada,
para condicionar las estimaciones espaciales de las variables edafologicas.

En esta investigacion se propone utilizar Teoria Geostadistica Indicadora Bayesiana
Generalizada (GIB-G) como una primera aproximacion para fusionar el uso de informacion
“blanda” (indirecta) y “dura” (medida), usando como marco de referencia la Teoria
Bayesiana (Paz, 2006).

4.2.- Informacion Satelital

Los inventarios de COS pueden ser complementados con el uso de la tecnologia de los
sensores remotos haciendo uso de la informacién espectral (radianzas convertidas a
reflectancias) disponible en las imagenes satelitales. La informacién proveniente de
sensores instalados en plataformas satelitales puede ser una herramienta adecuada al
momento de realizar estudios con gran cubrimiento territorial como son los estudios a
escala pais. Esto significa que con bajo impacto econdémico se puede lograr la supervision
de grandes extensiones de terreno en un plazo relativamente breve dependiendo de la
frecuencia de visita del satélite del area y del proceso a implementar. Aun asi, los costos
involucrados en la supervision de los sitios de interés son mucho menores a los que
significaria visitarlos fisicamente por un profesional. Bajo este esquema la herramienta



satelital pareciera ser una gran solucion a la investigacion. Lamentablemente, el desarrollo
de algoritmos de interpretacion de la informacion reportada por los satélites no ha avanzado
con la velocidad necesaria y hoy en dia esta herramienta esta desprestigiada debido
principalmente al desarrollo de correlaciones forzadas y validas solo para condiciones muy
locales.

El uso de la informacién satelital de manera indiscriminada y directa sin un nivel de
razonamiento y procesamiento adecuado puede llevar a resultados muy negativos e incluso
al abandono de la tecnologia. En la Figura 3 se indican correlaciones clasicas entre indices
de vegetacion como son el NDVI y el SAVI (ambos de imagenes LandSat TM) con los
valores de COS obtenidos con muestreos terrestres (Aynekulu, 2003). Como se puede
apreciar los valores de r’ obtenidos (0.33 y 0.35) son muy bajos y casi declaran
independientes al COS del desarrollo de la vegetacion. Una vez més se ve como el uso de la
informacion indirecta no aporta nada al desarrollo del tema aparentemente.
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ura 3. Relacion entre NDVI vs COS y SAVI vs COS (Aynekulu, 2003).

Dentro de los beneficios més destacables del trabajo con sensores instalados en satélites se
puede mencionar la temporalidad; gracias a visitas frecuentes a la misma “escena” se puede
monitorear el ciclo de desarrollo de la vegetacion (fenologia) tanto dentro del ciclo anual
como del interanual. En este sentido el sensor AVHRR (asi como el MODIS y
LANDSAT), que estd operativo desde el afio 1978, asegura estudios retrospectivos y
gracias a la temporalidad de las visitas, se pueden realizar estudios de cambio de uso de
suelo y zonas con mayor presion poblacional, permitiendo desarrollar tendencias de
expansion y proyecciones futuras. Cabe la pena mencionar que esta informacion
(aproximadamente 60,000 imagenes, Figura 4) ya fue recopilada y se encuentra disponible
en el banco de imagenes del Grupo de Gestion de Riesgos y Recursos Naturales Asistida
por Sensores Remotos del Colegio de Postgraduados y a disposicion de la presente
investigacion. En el presente proyecto se propone utilizar justamente el sensor
multiespectral AVHRR (Advanced Very High Resolution Radiometer), el cual cuenta con
bandas en el visible y en el térmico (rango 580 hasta los 1100 nm) con una resolucién
temporal diaria. Presenta una resolucion espacial de 1 km?” a nadir (pixeles de 1,100 m x
1,100 m).
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Figura 4. Banco de imagenes del sensor AVHRR disponibles en banco de imagenes del
Grupo de Gestion de Riesgos y Recursos Naturales Asistida por Sensores Remotos Colegio
de Postgraduados.

Otra ventaja que se puede mencionar del uso de satélites es la identificar de grados de
coberturas de la vegetacion. En este sentido, la condicion de un grupo vegetacional con
respecto a otros sitios conocidos, identificados a través de estimaciones del indice de area
foliar, produccion primaria neta (biomasa), nimero de individuos por metro cuadrado,
grados de fragmentacion, etc. pueden dar informacidon acerca de la “salud” de un
conglomerado y representar el estado o condicion en que se encuentra al realizar estudios
de sucesiones vegetacionales dentro del contexto denominado Estados y Transiciones.

Un tipo de modelo que permite capturar las dindmicas de no-equilibrio al nivel de sitio
(mapas de grupos similares de suelo) son llamados Modelos de Estados y Transiciones
(MET). Este concepto puede ser aplicado a estudios edafologicos y tendrd que ver con la
evolucion de un suelo afectado por eventos naturales como son el desarrollo de la
vegetacion, el clima, el balance hidrico, el material parental o evento externos como el
manejo humano, erosion, agotamiento, fuego, etc. (Stringham et al., 2001).

Actualmente, los indicadores de estados estan basados en vegetacion (grupos funcionales),
pero las dinamicas de las propiedades del suelo o las interacciones suelo- planta, como
patrones espaciales o patrones temporales, pueden servir también diferenciar los estados.
Los patrones pueden ser asociados al grado de perturbacién de la vegetacion usando un
modelo de estados y transiciones (Westoby et al., 1989). El suelo como unidad puede
responder a dichos eventos con cambios en su estructura de mayor o menor magnitud
dependiendo de la intensidad y el periodo que este bajo la influencia del evento. El evento
puede provocar un cambio de tan magnitud que provoque la ruptura de la unidon genética
con su entorno sacarlo a un sitio eco-sistémico distinto. La capacidad que tenga un suelo
para seguir funcionando dentro de un ecosistema dado se deberd a caracteristicas inherentes
de ¢l y a la dindmica de las propiedades que lo conforman y su respuesta al evento. Las
propiedades del suelo podran ser clasificadas en dindmicas (humedad, COS, nutrientes,
profundidad de la capa superficial, agregacion, costras, salinidad, edafofauna, etc.) y
estaticas o intrinsecas (textura, mineralogia, pendiente, aspecto, etc.). Un buen ejemplo de
las propiedades dinamicas del suelo que afectan su funcioén hidroldgica son; la estabilidad
superficial, la cantidad de suelo desnudo, la tasa de infiltracion, la compactacion



superficial, etc. (Figura 5). Los cambios tendran efectos reversibles, irreversibles,
soportables, no soportables, dinamicos, estaticos, etc.
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Figura 5. Ejemplo de una de las dindmicas de las propiedades (tasa de infiltracion) de suelo
de acuerdo al uso del suelo (Tugel and Brown, 2001).

Bajo este esquema el desafio es identificar que tipo de informacién del suelo permitira
realizar correctas proyecciones de su comportamiento actual (estado) y de los posibles
cambios que ¢l sufra (transiciones). Es por esto que el suelo puede ser considerado un
indicador temprano de traspaso de umbrales que alteraran definitivamente la estabilidad de
un ecosistema.

En este sentido la presente investigacion considera la utilizacioén del esquema de Estados y
Transiciones y con su uso se pretende estandarizar los muestreos de carbono en suelos
existentes en México asignadndole un factor de condicion a la vegetacion de donde proviene
el valor de COS vy asi, al momento de definir estructuras de modelacion se podran asignar
posibles trayectorias de transicion (Figura 6).
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Figura 6. Definicion experimental de la relacion entre el COS vy la relacién Oxidos de
silicio y aluminio bajo la optica del concepto de Estados y Transiciones.

Con respecto a la estimacion de las variables asociadas a los suelos utilizando sensores
remotos, los estudios han sido diversos y enfocados a caracteristicas del suelo asociadas
con las reflectancias: textura (Coleman y Tadesse, 1995; Palacios-Orueta y Ustin, 1996;
Chabrillat et al., 2002), color (Fernandez y Schulze, 1987; Post et al., 1994; Galvao et al.,
1997; Mattikalli, 1997; Sanchez-Marafion et al., 2003), materia organica y 6xidos de fierro
(Galvao et al., 1997; Chen et al., 2000; Udechoven et al., 2003) y salinidad (Metternilat y
Zinck, 2003). También los sensores satelitales permiten monitorear la evolucion del
contenido de humedad en los suelos (balance hidrico), el balance de energia a través de
evaluaciones de su temperatura (Izaurralde, 2005). Finalmente y en relacién al suelo, se ha
evaluado la dindmica de la captura de carbono a través de evaluaciones espaciotemporales
de parametros de la vegetacion como son el tipo, la cobertura, la productividad, etc. En lo
general, la metodologia usada para asociar la informacion espectral a las propiedades
fisicas y quimicas de los suelos ha sido el uso de técnicas estadisticas multivariadas.

Uno de los problemas detectados en el uso de sensores en los estudios de suelo son los
efectos atmosféricos y escalas. El caso del efecto atmosférico es ampliamente discutido por
Paz et al. (2005), proponiendo esquemas operacionales para eliminar o reducir este efecto
en las bandas del rojo (R) e infrarrojo cercano (IRC). Afortunadamente este par de bandas
espectrales son comunes en practicamente todos los satélites publicos y comerciales y son
las dos tnicas bandas disponibles en el espectro de onda corta (a excepcion del infrarrojo
medio como opcion en los nuevos sensores).

5.- Problematica y metodologias

5.1.- Efecto de escala, y variabilidad espacial, usando la teoria de procesos
multifractales

En lo referente a la escala de muestreo y la resolucion espacial de las imagenes satelitales
es necesario desarrollar un marco metodologico que permita realizar estimaciones
espaciales en forma confiable, ademés de cuantificar en forma explicita las incertidumbres
asociadas a esas estimaciones (IPCC, 2000), situacion que hasta el momento no esta
resuelta. ;Como llevar muestreos de pocos centimetros cubicos de suelo a millones de
metros cubicos de suelo como ocurre en los estudios a nivel pais? Un esfuerzo sobresaliente
de un inventario nacional de carbono organico en los suelos a nivel de pais es el realizado
por Etchevers et al. (2006). El método de estimacion espacial utilizado en este trabajo fue
el del inverso de la distancia. En el presente proyecto se hara uso de una propuesta de
metodologica de modelacion del efecto de escala, y variabilidad espacial, usando la teoria
de procesos multifractales (Paz et al., 2006). Utilizando esta teoria se defini6 el cambio de
escala de los muestreos del COS estimando una la funcion universal de escalamiento del
COS de los suelos de México. Para esto se analizo las funciones de estructura espaciales
usando una base de datos de COS (SEMARNAT-CP, 2001-2002) y estimo los pardmetros
de la funcion.



Para introducir a los procesos multifractales, podemos utilizar la fenomenologia de las
cascadas multiplicativas ampliamente utilizadas en el estudio del fenémeno de la
turbulencia. Considérese el caso de una cascada unidimensional, donde la escala mas
externa (mayor) esta dada por L y ésta es dividida en segmentos iguales de longitud 1 a cada
paso de la cascada. La razon de escala A=L/l, A>1, esta dentro del rango 1 <A < A, donde
A=L/lnin, ¥ Imin la escala minima del proceso de cascada. Sin pérdida de generalidad,
podemos hacer L = 1 (Figura 7).
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Figura 7. Cascada multiplicativa discreta binomial.

Ahora bien, si consideramos una variable Z (densidad = concentracidon/espacio), a la escala
L con A=L/L=1, la podemos normalizar para que su promedio sea uno:

Zl
E[Z,]

@ = (M

De esta manera, a la escala L (=1) tenemos que el area de la Figura 1 en A = 1 es unitaria.
La densidad a la escala A es transferida multiplicativamente a la escala inferior siguiendo un
proceso binomial conservativo, de tal forma que el promedio se conserva (el area en la
Figura 5 es la misma para todos los pasos de la cascada):

Elg1=1, O 2)

La escala superior modula en forma multiplicativa la transferencia de densidad a la escala
inferior a través de generadores estocasticos:

@ =Vg=1 3)

Donde vy es el generador u orden de singularidad del proceso. De la ecuacion (3) el orden de
singularidad esta dado por:



_ log(¢)
y= Tlog(d) 4)

La cascada descrita se denomina el modelo a (Schertzer y Lovejoy, 1983) y tiene la
propiedad que el limite de la cascada (cuando el nimero de pasos tiende al infinito) esta
dado por:

Prig, = ¥} = AW (5)

Donde Pr es la probabilidad y el signo =significa igualdad dentro de factores constantes o
variando lentamente (tal como la funcion logaritmica). La funcion C(y) es la codimension
del proceso y esta dada por:

C(y)=d-D(y) (6)

Donde d es la dimension del proceso (d = 1 en el caso unidimensional) y D(y) es la
dimension fractal asociada al orden de singularidad .

Bajo condiciones mas o menos generales, las propiedades de una distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria pueden ser especificadas en forma equivalente como:

E[(@)' 1=, A>1 (7
Donde K(q) es la funcion escalante de los momentos estadisticos.

La relacion entre C(y) y K(q) se reduce a la transformada de Legendre (Parisi y Frisch,
1995) para razones de escala grandes (A>>1):

K(q) =max {gy - C(p)} = C(y) =max {gy-K(q)} (8)

Esta ecuacion implica que hay una correspondencia uno a uno entre las singularidades y los
ordenes de los momentos: para cualquier orden q hay asociada una singularidad y que
maximiza qy — C(y) y es la solucion C’(yq)=q,. En forma similar, para cualquier
singularidad y hay asociado un orden de momento q que maximiza qy — K(q) y es la
solucion de K’(q,)=yq. La unica restriccion en C(y) y K(q) es que deben ser convexas.

La cascada mostrada en la Figura 5 genera una funcién de codimension con un niimero
infinito de dimensiones fractales asociadas a las singularidades del proceso (dentro de un
valor minimo y méximo definido). Por la razén mencionada, la cascada multiplicativa
descrita es un multifractal. De la ecuacion (5), un multifractal tiene asociadas
probabilidades que dependen de la escala de observacion, por lo que para un valor dado de
v (o de ¢), por ejemplo el contenido de materia organica, su probabilidad de excedencia (o

momentos estadisticos) estara en funcion de la escala en que esta integrado (promediado) el
proceso.



Para caracterizar un proceso multifractal (con un niimero infinito de grados de libertad) es
necesario caracterizar un numero infinito de dimensiones fractales, lo que hace poco
practico este analisis. Para solucionar este inconveniente, asociado a cascadas
multiplicativas discretas, es necesario plantear el proceso como una cascada continua y
analizar sus limites para determinar funciones universales.

Usando generadores de variables aleatorias Levy-Estables en un proceso continuo de
cascada multiplicativa, es posible definir funciones universales escalantes que caracterizan

en forma completa a un proceso multifractal conservativo (Schertzer y Lovejoy, 1987,
1989, 1991; Brax y Pechanski, 1991 y Kida, 1991):

y 1Y)
C(y)=+1C +—| ,a#1
(y) { l(clal aj

C(y) = {c exp é’+1J a=1

K(q) {a a¢1 )

K(q) =1CiqIn(g),a =1

i+7
a a'

Donde:

C; = Es la codimension de la singularidad media del proceso, mide la fractalidad promedio
(0=Ci=d).

a = Es el indice de Levy (0 < a < 2), el cual define que tan rapido se incrementa la
fractalidad con singularidades mas y mas grandes. Para o = 2, el proceso es log normal.

En procesos conservativos (E[ ¢, ] = 1), tenemos que K(1)=0, lo que corresponde, por la

transformada de Legendre, al hecho de que la singularidad media del proceso C;=K’(1) es
un punto fijo de C(y) en y,=C(y;)=C,, por lo que C’(C))=1.

La funcion universal escalante que caracteriza las propiedades probabilisticas de un
multifractal, con un numero infinito de dimensiones fractales, depende de solo dos
parametros: oy Cj.

Ahora, para procesos multifractales no conservativos (E[ ¢, ] # 1), es necesario introducir
un nuevo parametro en las funciones universales:

Cy) » C(y+H)

(10)
K(q) - K(q)—qH



Donde H es un parametro bautizado en honor a Hurst, que mide el grado de no
conservacion del proceso (0 <H <1).

Las funciones universales introducidas, conservativas o no, requieren contar con
informacion muestral a diferentes escalas de observacion, lo que hace extremadamente
dificil la caracterizacion de los pardmetros de éstas funciones, dada la informacion
generalmente disponible (con excepcion del campo de sensores remotos). Un enfoque
alternativo es utilizar diferencias de variables, para un escala fija muestral, como una forma
equivalente de caracterizar las relaciones escalantes.

En el fendmeno de turbulencia, una cascada multiplicativa modula un proceso donde los
vortices grandes transmiten su energia de disipacion a vortices mas pequeios hasta llegar a
la escala de Kolmogorov, donde la energia es disipada por viscosidad. Bajo la hipotesis de
similaridad débil de turbulencia (Kolmogorov, 1962) tenemos que (analisis dimensional):

AV, =g A

(11)

AV, =V, (x) =V, (x+h)
Donde AV es el cortante de velocidad turbulenta (x es una coordenada espacial o temporal
y h es una distancia elapsada) y € es la tasa de disipacioén de energia cinética por unidad de
masa. El cortante de velocidad es una variable no conservada que esta relacionada con la
tasa de disipacion, la cual es una variable conservada. De acuerdo con la relacion (11),
podemos estimar la variable conservada por una diferenciacion fraccional de orden -1/3 de
la variable no conservada.

De la ecuacion (11) podemos establecer una relacion genérica del tipo:
AZ, =g A"

(12)
AZ, = ‘ZA (X)=Z,(x+ h)‘

Donde a A la podemos hacer igual a uno si no se conoce (un cambio en a implica s6lo un
cambio en el parametro C;) y H es el parametro de Hurst previamente discutido. La
relacion (12) es utilizada en forma empirica en este trabajo por no contar con las ecuaciones
(sistema no lineal de derivadas parciales) que definen la génesis del contenido de materia
orgénica en el suelo. No obstante esto, es posible realizar un analisis dimensional que
permita establecer una relacion similar al de turbulencia utilizando estas técnicas en los
suelos (Tillotson y Nielsen, 1984).

De la ecuacion (7) y (12) con a = 1, tenemos que:
E(AZ,)"]= X<
E[(AZ/])q]:Ehz/l(x)_z/l(x-'-h)‘q] (13)
¢(q) =qH - K(q)

Donde E[(AZ;)] es llamada funcion de estructura (Monin y Yaglom, 1975) y {(1)=H.



Definiendo A=hp,,/h, h =) y hmax s la escala exterior L, para una escala fija, tenemos que:
El(8Z,)"] = h<

14
E(0Z,)"1= E|2() - Z(x + )| .
En geoestadistica, al caso q = 2 se le llama variograma (Goovaerts, 1997) y es la funcion
basica de correlacion espacial (o temporal) utilizada en esta teoria, la cual tiene un dominio
de atraccion gausiano (varianza finita). La funcion de estructura es mas general que la
usada en geoestadistica, ademds de relacionar las variaciones espaciales en funcion de la
escala de observacion. Journel (1988) propuso la utilizacion de q=0.5 y q=1 como una
forma de evitar la gausianidad implicada en las estimaciones geoestadisticas usando el
método del kriging, pero lo planteo como un método ad hoc sin explorar sus bases
escalantes.

Un proceso monofractal (aditivo) tiene {(q) = qH (a = 0 bajo la perspectiva multifractal),
por lo que la funcidon de estructura multifractal mide el grado de desviacion de la
monofractalidad.

La aplicacion de multifractales en los suelos, modelacion de las dimensiones del proceso,
ha sido intentada previamente (Kravchenko et al., 1999; y Echball et al. 2003); aunque
utilizando un marco tedrico muy restrictivo y sin caracterizar funciones universales. En
estos trabajos se utiliz6 la caracterizacion de multifractales en espacios de fase asociados a
dindmicas no-lineales (Parisi y Frisch, 1995; y, Halsey et al., 1986) y utiliza la siguiente
notacion:

fla,)=d=C(y)
a,=d-.y (15)

r,(q)=(qg—1)d -K(q)

Donde el subindice d es utilizado para enfatizar su dependencia del espacio de analisis. Las
funciones multifractales f(oq) y 14(q) son usadas para caracterizar a los multifractales y no
tienen comportamientos universales. Las dimensiones y ordenes de momentos de las
relaciones (15) son aplicables a la enumeracion de eventos (deterministicos) en un espacio
de fase; a diferencia de los multifractales universales introducidos que se definen para
frecuencias de eventos (estocasticos). Las densidades de los procesos multifractales
universales:

Concentracion _ Acumulada

Densidad = J
/

(16)

estan referenciadas a un soporte muestral espacial (o temporal) para una resolucion 1 de
muestreo (d=1 para una longitud o unidad de tiempo, d=2 para una area o d=3 para un
volumen). En el caso de las relaciones (15), éstas son soélo aplicables a concentraciones
acumuladas y no a densidades; de alli su dependencia del espacio d de analisis y su no
universalidad.



Para evaluar la funcion escalante (de estructura) del carbono organico en los suelos de
México, Paz et al.,, 2005 analizaron la base de datos del “Estudio de la Evaluacion de la
Degradacion de los Suelos Causados por el Hombre” (SEMARNAT-CP, 2001-2002) que
cuenta con informacion de localizacién geografica y contenido de carbono organico (kg
carbono/m?) del periodo 2001-2002. El soporte muestral es un volumen aproximado de 20
cm x 20 cm en area y 20 cm de profundidad. El nimero de muestras es de 4,583 y el rango
de la distancia de separacion entre las muestras es 524.5 m <h <3'274,751.0 m.

Para evaluar la funcion E[(AZy)7] para la escala fija de muestreo, después de un andlisis del
numero de datos en cada distancia elapsada 4, se utilizo el rango 5,000 m <h <200,000 m.
La Figura 8 muestra la evaluacion de la funcion de estructura, en una grafica log-log de la
funcion de la ecuacion (14), para los momentos q = 0.5, 1.0, 1.5, 2.0 y 2.5, donde ser
observa que el comportamiento multi-escalante esta bien definido (para un monofractal se
tendria curvas con igual pendiente). La dispersion observada para los 6érdenes de momentos
grandes es debida al namero finito de muestras usado. La Figura 9 muestra el coeficiente de
correlacion para diferentes ordenes de momento analizados, donde para q > 3, las
estimaciones no son tan buenas.
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Figura 8. Comportamiento multi-escalante de la funcion de estructura.
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Figura 9. Coeficientes de correlacion de la estimacion de la funcion de estructura.

La Figura 10 muestra la funcion {(q) estimada, donde se observa un comportamiento lineal
para momentos de orden aproximadamente q < qmin = 0.6 Y q > qmax ~ 2.8, asociados a la
divergencia de los momentos estadisticos. El valor de H se estim¢ directamente de H = {(1)
=0.1196.
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Figura 10. Patrén experimental de la funcion {(q) y divergencia de momentos estadisticos

Como se puede apreciar, el trabajo de Paz et al., (2005) presenta un marco teorico para la
caracterizacion del comportamiento del contenido organico de los suelos, definiendo
metodologias de estimacion de la funcidn multi-escalante universal empirica que
caracteriza la variabilidad de escala (espacial) del proceso. La teoria de los procesos
multifractales sirve de fundamento de la modelacion ya que estd basada en una
fenomenologia que utiliza cascadas multiplicativas como un medio de disipacion de las
densidades del proceso.

Usando una escala exterior 3'275,000 m (L) y una escala de muestreo igual a 0.2 m (1), el
Cuadro 1 muestra el efecto de escala en la agregacion de las muestras de campo a las
escalas de pixeles de diferentes satélites. En el Cuadro 1 se estimaron los promedios
agregados a diferentes escalas de los pixeles de los satélites considerando un rango de
singularidades y representativas del rango de variacion del contenido de carbono organico
de la base de datos analizada (0 kg/m? < CO < 85.8 kg/m?).

Se observa en el Cuadro 1 que a medida que las singularidades son mayores (valores
grandes del COS), el promedio de las agregaciones se reduce rapidamente. Por ejemplo,
para un valor de 63.61 kg/m2 de COS, localizado en el centro de un pixel, para la escala del
satélite AVHRR (pixeles de 1,000 m x 1,000 m, aproximadamente), el promedio estimado
a esta escala es de solo 8.68 g/m2 (13.64 % del valor muestreado a la escala de 0.2 m). Este
analisis muestra la importancia de corregir los efectos de escala de los muestreos cuando
son utilizados para calibrar imagenes de satélite con escalas de observacion diferentes a los
de los muestreos.



Cuadro 1. Estimacion del promedio de agregaciones para diferentes y del CO en suelos.

. Longitud v =0.05 v=0.10 v=0.20 v=0.25 v=0.27
Satélite
(m) kgm’) | (%) |(kg/m) | (%) |kgm’)| (%) |kgm))| (%) |(kg/m)| (%)

Campo 0.2 2.29 | 100.00 527 | 100.00| 27.72| 100.00 | 63.61 100.00 | 88.68 100.00
SPOT 5 10.0 2.08 90.76 3.93 74.64 13.99 5047 2640 41.51 34.04 38.38
SPOT 4/2 20.0 2.03 88.65 3.71 70.42 12.32 4443 2245 3529 | 28.55 32.19
LANDSAT 5/7 30.0 2.00 87.37 3.58 68.00 11.42 4120 | 2040 32.07 | 25.73 29.01
TERRA 250.0 1.84 80.07 2.95 56.06 7.62 27.48 12.24 19.24 14.79 16.68
TERRA 500.0 1.78 77.52 2.76 5242 6.65 23.97 10.31 16.21 12.29 13.86
TERRA/NOAA 1000.0 1.72 7491 2.58 48.93 5.79 20.88 8.68 13.64 10.20 11.50

Posteriormente y usando los mismos parametros para las estimaciones del Cuadro 1, se
realizd un proceso de andlisis del efecto de escala de los muestreos de campo con una
barrena de una pulgada de didmetro (1, = 0.0254 m), en el contenido de materia organica de
los suelos. La Figura 9 muestra los resultados obtenidos al cambiar la escala de agregacion
(promedio a esa escala) en funcion del valor obtenido con la barrena. La grafica fue
diseniada usando las singularidades vy, las cuales son invariantes a escala.

Para utilizar la Figura 11, se requiere que el contenido de materia organica de un muestreo
con una barrena sea normalizado usando E[Z,,] = 7.9 kg/m” de carbono orgéanico (si se usa
el valor obtenido de la base de datos analizada) o el estimado del sitio en particular de
analisis. Este valor representa el 100 % y el efecto del cambio de escala (porcentaje en
relacion al valor obtenido con la barrena) es obtenido directamente de la gréafica para la
longitud de agregacion, le, que se desee (A, = L/l.), al calcular el valor de la singularidad
usando la ecuacion (4).

Asi, por ejemplo, para ordenes de singularidad pequefios (y = 0.05 o menores), la
agregacion muestra efectos pequefios en la estimacion del promedio. Para ordenes de
singularidades grandes (y = 1.95 o mayores) el efecto de escala es muy marcado, donde la
agregacion desde la escala del barreno al de una muestra de longitud de un metro, se tiene
que el promedio disminuye fuertemente (0.08 % del valor de la barrena). Esto muestra la
importancia de considerar el comportamiento multi-escalante en las estimaciones del
contenido de carbono orgénico en los suelos.
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Figura 11.Efecto del cambio del promedio del CO en los suelos por efecto de escala.

El caso analizado s6lo considera el caso donde la muestra de campo esta centrada en un
espacio de agregacion y no toma en cuenta a_las muestras espacialmente vecinas en el
proceso de estimacion de las estadisticas de la agregacion. Este tipo de analisis es hecho
generalmente usando técnicas geoestadisticas (Goovaerts, 1999) que utilizan el método del
kriging (método de minimos cuadrados generalizado) para minimizar una varianza de
estimacion. Las estimaciones geoestadisticas a la escala 1, son agregadas a la escala I,
usando el denominado kriging de bloques (Goovaerts, 1999). La incertidumbre
(distribucion de probabilidad) de las estimaciones a la escala 1. son evaluadas usando
diferentes hipotesis y técnicas de agregacion: kriging de bloques o simulaciones
estocasticas indicadoras condicionales (Goovaerts, 2001). Aunque interesantes, las
estimaciones geoestadisticas suavizan las interpolaciones y no muestran la alta variabilidad
espacial asociada a los procesos multifractales.

5.2.- Inventarios hibridos terrestres: uso de la Teoria Bayesiana

El principal problema cuando se quiere estimar la funciéon de estructura espacial (o
temporal) de una variable aleatoria es el limitado nimero de muestras disponibles como
para obtener estimaciones confiables de cualquier modelo, paramétrico o no, de
interpolacion.

A favor de esta situacion y a diferencia de datos muestrales directos de la variable de
interés, generalmente se cuenta con mucha informacion indirecta o secundaria de contexto
que permite realizar un proceso de estimacion mas confiable o robusta. Por ejemplo, los
modelos digitales de elevacion son un caso tipico donde se cuenta con informacion
exhaustiva (todo México) de una variable secundaria, la cual puede ser utilizada para inferir



patrones de la variable de interés (carbono organico del suelo, por ejemplo). Asi, el
problema basico de estimacion consiste en contar con una metodologia que permita mezclar
(fusionar) diferentes fuentes de informacion, caracterizando en forma explicita las
incertidumbres asociadas a cada tipo de informacion.

En este proyecto se propone utilizar bases de la Teoria Geostadistica Indicadora Bayesiana
Generalizada (GIB-G) como una primera aproximacion para fusionar el uso de informacion
“blanda” (indirecta) y ‘“dura” (medida), usando como marco de referencia la Teoria
Bayesiana. La teoria bayesiana de estimacion brinda un marco general (solo bajo el
contexto de procesos estocasticos) para realizar la fusiéon de informacion; incluyendo el
relacionado a mezclas de informacion de diferentes escalas de muestreo (no explicito en la
teoria bayesiana clasica).

El problema de estimacion de variables (en este caso espaciales) en puntos desconocidos en
una region determinada puede ponerse como el desarrollo de métodos para estimar pesos de
ponderacidn, p;, de las variables vecinas Z(Xi), datos conocidos, para estimar el valor de la
variable Z*(Xy) en el punto Xo de interés (Figura 12):

7*(X,) =Y pZ(X,) (17)

i=1

Donde el uso de * es para indicar que son valores estimados y no medidos. La variable X
denota coordenadas cartesianas: (X) o (T=tiempo) en una dimension; (X,Y) o (X,T) en dos
dimensiones; (X,Y,Z) o (X,Y,T) en tres dimensiones; y, (X;Y;Z;T) en cuatro dimensiones.

Region
Z(X2)

2(Xy)
@

h=X2-X0
.Z*(Xo)

Z(X)
7(Xy)

Figura 12. Problema de estimacion en una region definida.

Asi, si se conocen los pesos de ponderacion p;, es posible realizar estimaciones en espacios
euclidianos.

En un espacio euclidiano de cualquier dimensién, podemos desarrollar métodos de
estimacion basados en conceptos de distancias euclidianas o de otro tipo. Bajo la nocion de
distancias euclidianas, h (Figura 12), podemos utilizar el concepto de que los valores que
estan mas cercanos al punto donde deseamos realizar una estimacion, deben tener un mayor



peso que los que estan mas alejados. Este criterio de correlacion basado en distancias
euclidianas es la base del método del inverso de la distancia a una potencia W:

Pi="w (18)

Para que las estimaciones sean insesgadas (que el promedio de las estimaciones sea igual al
promedio “tedrico’), definiendo a E como la esperanza matematica o promedio:

E[z¥]=E[Z] (19)
es necesario cumplir la siguiente condicion:

>p =1 (20)

Asi, las estimaciones insesgadas del método del inverso de las distancias estaran dadas por:

P e
v

i

Los métodos de interpolacion basados en distancias euclidianas suponen una estructura de
correlacion espacial a priori, 1a cual no utiliza la estructura de correlacion espacial existente
en los datos en forma explicita.

Una alternativa mas apegada a la realidad (datos muestrales), es considerar métodos
basados en distancias estadisticas para la estimacion de los pesos de ponderacion.

Matheron (1971), introdujo la Teoria de las Variables Regionalizadas o Geoestadistica
como un marco tedrico-metodologico para la estimacion de variables en espacios
euclidianos.

En el método del inverso de la distancia a una potencia, la ponderacion es realizada en
funcion de distancias euclidianas sin considerar el grado de dependencia o correlacion
existente entre las muestras. La geoestadistica utiliza funciones de correlacion espacial o de
estructura como un medio para capturar la nocion de dependencia espacial entre los valores
de una variable regionalizada:

C(h) =VAR[Z(X)-Z(X + )| = E[2(X)Z(X + b)) -{E[z(0)]} (22)

20 (h) = Ef[2(X) - 2(x + 1)}’ (23)



Donde C(h) es el covariograma, V(h) es el variograma y VAR es el operador matematico
de la varianza.

Uno espera que los valores de Z separados en distancias pequefias sean muy similares, por
lo que la diferencia entre ellos serd también muy pequeia y el variograma tendera a cero y
el covariograma tenderd a su valor mas alto. Lo contrario es esperado para valores
separados a grandes distancias (correlacion muy pobre o nula). Asi, la funcion C(h) y V(h)
son duales (Figura 13).

Variograma

Covariograma

h (metros)

Figura 13. Funciones covariograma y variograma.

Usando el variograma como referencia, podemos analizar los patrones de correlacion
espacial de una variable. Asi, el caso de gran regularidad o comportamiento espacial muy
homogéneo esta definido por un patron tipo parabdlico (funcidon gausiana); el
comportamiento continuo, pero muy irregular tiene un patron tipo lineal; un
comportamiento discontinuo se manifiesta porque el variograma cerca de h=0 tiene un salto
y tiende a un valor diferente de cero que se denomina “efecto pepita” (como analogia al
caso en mineria donde en un cuerpo mineralizado con valores de oro pequefios se encuentra
inesperadamente una pepita de oro que rompe el patron de continuidad espacial de las
concentraciones de oro); y, un comportamiento aleatorio puro donde la variable analizada
no tiene una correlacion espacial, donde la funcion variograma es una linea horizontal, con
una valor que representa la varianza del proceso, también denominada “meseta”.

En lo general, la estimacion de valores de una variable definida en un punto consiste en
considerar la informacion espacial disponible para hacer la mejor interpolacion posible,
usando alguna medida de “mejor”. Generalmente, las estimaciones o interpolaciones son
realizadas en una malla regular, para después generar curvas de isovalores para el analisis
de los patrones espaciales de la variable interpolada (Figura 14).



Figura 14. Problema de estimacion en mallas regulares (los colores representan magnitudes
diferentes de los valores de la variable original e interpolada).

En la teoria geoestadistica clésica, la estimacion de los valores de la variable aleatoria
regionalizada Z(X) en una localizacion sin informaciones es obtenida de:

7+ =Y pZ(X,) (24)

i=1

Los pesos de ponderacion p; son estimados utilizando el método kriging, usando un criterio
de minimizacion. En realidad, la geoestadistica es el método de regresion lineal
espacializado (utiliza las ecuaciones normales de regresion) y, por lo tanto, tiene un
dominio de atraccion gausiano (existencia y finitud de los momentos estadisticos de orden
2).

Puesto que en la teoria lineal de estadistica, procesos gausianos, solo es necesario conocer
los momentos de orden 1 y 2 (media y varianza/covarianza) para caracterizar
completamente a la distribucion de probabilidad acumulada, el método kriging es un

procedimiento de minimizacion del error de estimacion (varianza cuando los momentos
estan centrados):

Minimizar E[{Z *(X) - Z(X)} ] 25)

donde el * significa estimacion y Z(X) se supone que representa el valor real (teérico) de la
variable estimada en el punto X.

La expresion a minimizar dada por la relacion (25) puede ser desarrollada como:
Efz*0)-z(x0f | = Effz* x0F |+ Efzoof |26z (olelzcn] 26

La relacion (26) muestra que el problema de estimacion (minimizacion del error cuadratico)

esta en términos de la covarianza no centrada (tercer termino de la derecha) y no de un

variograma. Asi, es necesario estimar la covarianza (no centrada) a partir del variograma.

Una condicion adicional (kriging ordinario) que utiliza la geoestadistica es la de no-sesgo:



E[z*(x)) = E[z(x)] 27)

que consiste en condicionar la minimizacion de la relacion (25) a que cumpla:
2.p =1 (28)
i=1

De lo anterior, el problema de estimacion de la geoestadistica puede ser puesto como:

Estimar: Z *(x) = ZplZ(X,.)

i=1

Al minimizar:E[{Z *(X) —Z(X)}z] (29)

Sujetoa: ) p, =1

i=1
Kriging ordinario

El kriging ordinario es uno de los métodos mas usados en la geoestadistica y realiza
estimacion basado en (haciendo los parametros explicitamente dependientes de su
localizacion espacial):

Zio ()= p(NZ(X,) (30)

i=1

De la minimizacion del sistema dado por (29), tenemos que el sistema estacionario del
kriging ordinario (KO) esta dado por:

Zn:pj (X)C(X, =X )+ ((X)=C(X = X,), i =1,...,n
j:l G1)
2 p,(X)=1

Donde u(X) es el parametro de Lagrange asociado con la restriccion de que los pesos p;
sumen 1. El algoritmo del kriging ordinario requiere del conocimiento a priori de la matriz
de covarianza (n+1) x (nt+1), {C(X;, X;), 1,j=0,1,...,n; con X;=X}

El kriging ordinario estima en cada nueva localizacion X la media, utilizando una ventana
movil de vecindad. Asi, el kriging ordinario es un algoritmo no-estacionario, en el sentido
de que la media global es re-estimada localmente (varia en el espacio); mientras que utiliza
una covarianza estacionaria (global para toda la region de andlisis). De esta forma, las
estimaciones del kriging ordinario pueden ser puestas como:



Z10(X) =Y. p(0Z(X) =X r(0Z(X,) + {1 > (X)}m () G)

Cuando se asume que la media m es estacionaria, el sistema de ecuaciones se denomina
kriging simple.

El sistema kriging tiene la propiedad de exactitud en el sentido en que en las localizaciones
donde se tiene un valor conocido, las estimaciones son exactas a ese valor; esto es, “honra”
a los puntos con datos conocidos. Todos los sistemas kriging o cokriging tienen la
propiedad de exactitud.

Co-kriging ordinario

En el caso de utilizar una variable secundaria o indirecta Y(X), adicional a Z(X), el proceso
de estimacion en geoestadistica se denomina cokriging. El cokriging ordinario no supone la
estacionariedad de las medias de Z(X) y Y(X).

Para una sola variable secundaria, el estimador del cokriging ordinario esta definido por:

ZieoX) =S pu()Z(X,)+ S py (XY (X,,) (33)

il=1 i2=1

donde los p;; son las ponderaciones aplicadas a las nl muestras Z y los p;; son las
ponderaciones para las n2 muestras Y.

El cokriging requiere de un modelo conjunto de las funciones de la matriz de covarianza,
que incluyen la covarianza-Z Cyz(h), la covarianza-Y Cy(h), la covarianza cruzada Z-Y
Czy(h) v la covarianza cruzada Cyz(h). Asi, la matriz de covarianza requiere K* funciones
para resolver el sistema cokriging, a diferencia de la K covarianzas, Cz(h), del sistema
kriging.

Los requerimientos de las matrices del cokriging lo hacen poco practico y muy tedioso.
Otra razon para su poco uso en la practica es el efecto de filtrado del cokriging, ya que las
variables mas correlacionadas (usualmente las muestras Z) filtran la influencia de las
muestras menos correlacionadas (usualmente las muestras Y), dando pocos beneficios en la
mejoria de las estimaciones en relacion al esfuerzo requerido para modelar todas las
covarianzas; a menos que la variable de interés Z este poco muestreada y la variable
secundaria Y este mejor representada espacialmente.

El sistema de covarianzas (matrices) es similar al del kriging; aunque es mas tedioso de
establecer.

El sistema del kriging ordinario tradicional establece una restriccion para los pesos de
ponderacién como:



S pa(X)=1y Y pa(X)=0 (34)

i1=1 i2=1

Esta formulacion, segunda condicion en (34), tiende a limitar severamente la influencia de
las variables secundarias. Una alternativa para incrementar el efecto de las variables
secundarias es utilizar un sistema cokriging ordinario estandarizado (Isaaks y Srivastava,

1989):

ZZ‘KO(X) :ipn(X)Z(Xn) +nZ:pf2(X){Y(Xi2) tmy, _my} (35)

il=1 i2=1

Sujeto a una sola condicion:

3 a0+ ¥ pa(0) =1 (36)

il1=1 i2=1
La relacion (35) establece una nueva variable secundaria con la misma media que la
variable primaria.

Cokriging ordinario co-localizado

Una forma reducida del cokriging consiste en solo retener la informacioén secundaria Y(X)
co-localizada en el punto de estimacion. Asi, el estimador del cokriging puede ser escrito
como:

Zieo(X) =Y pu(X)Z(X,)+ poY (X) (37)

i1=1

Asi, el sistema cokringing requiere solo de conocer la covarianza-Z Cz(h) y la covarianza
cruzada Z-Y Cgzy(h). Esta ultima covarianza puede ser aproximada usando una hipotesis
tipo Markov, tal como se discute mas adelante para el caso de la geoestadistica bayesiana.

Kriging de Bloques

En los métodos discutidos anteriormente se ha dejado fijo el soporte (geometria y
dimensiones) muestral de Z(X). Ahora bien, si el interés esta en la estimacién de un soporte
muestral V con centro en X’, generalmente mayor al de Z(X,), diferente Zy(X), (Figura 15)
entonces es necesario utilizar el kriging por bloques.
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Figura 15. Estimaciones usando diferentes soportes muestrales.

Considerando la linealidad del algoritmo del kriging, entonces es posible una estimacion
directa de promedios lineales de Z(X). Asi, considerando la estimacion del promedio de un
bloque V tenemos que:

Z,,(X):; | Z(X')dX':*-]i]ZZ(X}) (38)

V(X)

donde N es el numero de puntos usados dentro del bloque V(X) para aproximar su
promedio.

Asi, uno puede realizar N diferentes estimaciones dentro del bloque V, usando las variables
Z(X) definidas en un soporte muestral menor. De esta forma, dejando fija la configuracion
de los valores Z(X), el kriging por bloques reemplaza la covarianza puntual del lado
derecho del sistema (22) por la covarianza punto a bloque:

crenx)= Yo -x) (39)

=

Es importante enfatizar que el promedio de las transformaciones T(X’) de los datos
originales Z(X’) no es una transformada del promedio de Z(X’). Por ejemplo, para una
transformacion logaritmica, esto implica que:

T,(X)= [in{z(xplax'# in{z, ()} (40)

V(X)
Asi, el antilogaritmo de 7}, (X)) no es un estimado kriging de Zy(X).

En términos generales, la geoestadistica no produce estimacién que incorporen en forma
explicita el efecto de escala, mas allad de correcciones afines ad hoc de las varianzas de los
procesos a diferentes escalas.



5.3 Métodos geoestadisticos no lineales

El suavizamiento producido por las estimaciones de los métodos kriging es consecuencia
del hecho de que los valores en los puntos no muestreados son estimados en forma
independiente uno del otro; esto es, una estimacion en el punto X no toma en cuenta una
estimacion previa en un punto cercano X’.

Es evidente que se requiere de técnicas geoestadisticas alternativas que no suavicen la
informacion espacial, producto de las hipotesis lineales que utilizan. Para esto se pueden
considerar las técnicas geoestadisticas no-lineales. Aunque en apariencia la geoestadistica
no-lineal mejora substancialmente el problema de estimacion usando hipotesis locales y no
globales, estas técnicas son en realidad multi-lineales, producto del dominio de atraccion
gausiano que tienen implicito (hipdtesis de simetria asociada a los momentos estadisticos
de orden dos).

Para comprender las diferencias entre los métodos de estimacion lineales y no-lineales,
podemos analizar el caso de la ecuacion de una linea recta:

Y=a+bX (41)

Si especificamos un valor particular de X, podemos estimar el valor de Y en forma
confiable, no importando si X es grande o pequefio porque la relacion entre X y Y es
siempre la misma. Esto es, la formula usada para estimar Y no se altera por la magnitud del
valor X.

Un interpolador lineal tiene la propiedad de invarianza de la funcién de estimacion: los
pesos de ponderacion asignados, dentro de la vecindad de estimacion, son independientes
de los valores especificos de los datos en estas localizaciones.

Ahora bien, para analizar los métodos de estimacion no-lineal podemos usar una relacion
no-lineal simple entre Xy Y:

Y=a+bX’ (42)

Esta ecuacion al ser usada en la estimacion de Y muestra que es claramente dependiente del
valor particular de X considerado.

Los métodos geoestadisticos no-lineales permiten la estimacion de pesos de ponderacion
que son funciones de los valores mismos y no solamente dependientes de la localizacion
(geometria) de las muestras, como en la geoestadistica lineal.

Desde el punto de vista de la geoestadistica, las interpolaciones no-lineales son un intento

de estimacion de la esperanza matematica o promedio condicional o la distribucion de
probabilidad condicional:

Pr|l Z(x0)| Z(xi))] (43)



que se lee como la probabilidad de la variable en el punto X dada (condicional a) la
informacion en las localizaciones Z(X;),...,Z(X,) vecinas. Esta es la funcion de distribucion
de probabilidad en la localizacion X.

En el kriging indicador se trata de aproximar la distribucion bivariada de Z(X) utilizando
una codificacion de indicadores (0 y 1).

Para el caso de una distribucion de probabilidad bivariada, K=2, la funciéon acumulada de
probabilidad estara dada por:

F(X,X'z,2)=P{Z(X)<z,Z(X") < 2} (44)

Abhora bien, utilizando una transformacion binaria (indicadores) dada por:

L, siZ(X)<:z
I(X;z,) = (45)
0, de otra forma
Entonces la distribucion bivariada dada por (44) puede ser puesta como:
F(X,X';z,2") = E[I(X;2)I(X";2)) (46)

que es la relacion clave del formalismo del kriging indicador, que muestra que la inferencia
de la distribucion de probabilidad divariada puede inferirse de la funcion de covarianza
indicadora muestral.

Si la intencién es estimar un valor promedio, entonces el método kriging es al algoritmo
preferido, puesto que el estimador de minimos cuadrados de Z(X), kriging, es también el
estimador de minimos cuadrados de la esperanza condicional E[Z(X)|(n)], donde (n)
representa el conjunto de datos locales usados para estimar la esperanza de Z(X).

Considerando a la variable aleatoria indicadora dada por (45), entonces la utilizacion del
kriging indicador (promedio de las variables aleatorias indicadores) nos da un estimado de
la esperanza condicional de 1(X;z):

E[11(x;2)| )| =1xPr{(1(x;2) =1/ (n))} + 0x Pe{( (X3 2) = 0] ()}

=1x Pr{<Z(X) <7 (n)>} = F{<X;Z (n)>} (47)

Asi, el algoritmo del kriging indicador aplicado a la transformacion indicadora de Z(X) nos
da una estimacion de minimos cuadrados de la distribucion de probabilidad acumulada.

Los indicadores forman una distribucion binomial, cuya media y varianza estan dadas por:



m=p

o = pli-p) )

donde p es la proporcion de 1°s. Si z es igual a la mediana de la distribucion de valores,

entonces p = 0.5 y la maxima varianza es igual 0.25.

El estimador del kriging indicador simple, KIS, de la variable indicadora esta dado por:

I (X:2) ==Y (Xi2) (X 32) + {1 - Zn:n(X;Z)}F(Z) (49)
i=1 i=1
Los pesos r; de KIS son estimados del sistema:
irj(X;z)CI(Xj -X;2)=C(X—-X,;;2), i=1,..,n (50)
jAl
donde Cy(h;z) es la covarianza indicadora dada por:

C,(h;2) = E[I(X;)I(X + s 2)| = E[I(G)|E[I(X +h:2)]  (S1)

Cuando hay una cantidad suficiente de datos muestrales para estimar la distribucion de
probabilidad acumulada local F(Z), entonces se puede usar el kriging indicador ordinario
(KIO). El sistema del KIO sigue un planteamiento similar al del kriging ordinario.

La ventaja del kriging indicador es que en cada punto sin informacion es posible obtener la
distribucion de probabilidad completa y no solo sus momentos estadisticos. Asi, es posible
realizar analisis de incertidumbre de las estimaciones en forma completa (Figura 16).
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Figura 16. Resultado de las estimaciones del kriging indicador en un punto.

Para estimar las funciones indicadoras de covarianza requeridas en el sistema kriging
indicador es necesario discretizar la variable Z(X) en K valores z. Asi, la variable aleatoria
queda discretizada en K+1 clases (Figura 17). Los valores estimados, variables aleatorias
indicadoras, solo son para los intervalos de discretizacion usados.
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Figura 17. Discretizacion de la variable original para construir indicadores.

El sistema kriging indicador simple requiere del conocimiento de K varianzas indicadores
Ci(X;zx); ademas de K funciones acumuladas de probabilidad F(z).

Para que una funcion acumulada de probabilidad sea valida debe cumplir con las relaciones
de orden:

Pr{(Z(X) < z|(m)} = F{( x| ()} O[0,]
F{<X;zk, ‘ (n)>} 2 F{<X;zk ‘(n)>}, Uz, >z,

(52)

El kriging indicador genera estimaciones que violan las relaciones de orden (52), producto
de su discretizaciéon o del mal condicionamiento de la informacion local o de la
incertidumbre asociada a la estimacion de las funciones indicadoras o de las relaciones de
estas funciones para pares de valores zx y zj.

De la discusion de la violacion de las relaciones de orden del kriging indicador, es
necesario realizar correcciones a posteriori. La Figura 18 muestra un ejemplo de los valores
generados por el kriging indicador, puntos, y dos esquemas de correccion (de los valores
mayores a los menores y viceversa: lineas punteadas), donde se utiliza el promedio (lineas
continua).

F(Z)

Figura 18. Esquema de correccion de las relaciones de orden de F(Z).

Otro problema asociado a la discretizacion usada en el kriging indicadores es el relativo a
las colas de las distribuciones de probabilidad. Esto es critico en la cola larga, donde
generalmente esta mal definida por la existencia de pocos valores grandes. La Figura 19



muestra una posible solucion usando modelos tedricos de probabilidad (funciones lineales,
exponenciales o potenciales).

F(Z)

Z

Figura 19. Esquema de solucion para las colas de la distribucion de probabilidad.

El caso del cokriging indicador es similar al sistema discutido para el cokriging. Mas
adelante se discute este sistema kriging.

Al igual que para el caso de las estimaciones del promedio de Z(X), las estimaciones de
bloques, kriging indicador de bloques, deben ser entendidas claramente. Para Ia
transformacion indicadora:

1 j I(X")dX'#1,(X;z) =

7 (X)

(53)
0, de otra forma

{1, siZ,(X)<z }

Asi, el promedio de las estimaciones indicadores dentro del bloque V, obtenido por el
kriging indicador de bloques, no debe ser usado para modelar la funcion de distribucion de
probabilidad del promedio Zy(X) de la variable original Z(X). El promedio de las
estimaciones indicadoras dentro del bloque es una estimacion de la proporcion de puntos
Z(X’) dentro de V(X) que son menores o iguales al valor umbral z.

En realidad, el problema de escalamiento usando métodos lineales de interpolacion no tiene
una solucion simple; a menos que se adopte un modelo implicito de los efectos de los
cambios de patrones probabilisticos al pasar de una escala a otra. Las soluciones ad hoc
dejan mucho que desear y solo son aproximaciones, generalmente burdas al problema.

5.4 Geoestadistica Bayesiana

Para entender las ideas de la teoria bayesiana, podemos considerar un diagrama de Venn
que muestre las probabilidades de eventos o experimentos (areas de estos en relacion al
area total del universo S) (Figura 20).



Figura 20. Diagrama de Venn de las probabilidades de diferentes eventos.

Si nuestro interés esta en determinar la probabilidad del evento A, que tiene una
probabilidad previa o a priori, entonces la informacion generada al realizar un experimento
E actualiza las probabilidades a posteriori (después de producido el experimento E). La
Figura 20 muestra que el conocimiento de un experimento Ei nos brinda informacion
parcial del evento A. Dado que un experimento Ei ocurrio, las probabilidades de ocurrencia
del evento A deben actualizarse en funcion de la contribucion (A-Ei), interseccion del
experimento Ei con el evento A. Es decir, el area de interseccion (A-Ei), cuya probabilidad
de ocurrencia es ahora 1.0, debe restarsele al area del evento A, actualizando asi sus
probabilidades.

En este contexto el Teorema de Bayes liga la probabilidad de dos eventos A y B a la
probabilidad del evento A y a la probabilidad del evento B dado que A ya ocurri6. En

forma matematica, la probabilidad de la conjuncidén de los eventos A y B (interseccion,
escrita como A N B) es igual al producto de dos probabilidades de eventos inicos:

Pr(4 n B)=Pr(4)xPr(B| 4)) (54)

Dado que la conjuncion es conmutativa (el evento A N B) es idéntico al evento B N A), la
relacion (54) puede ser re-escrita como:

Pr(B  4)=Pr(B)xPr( 4| B)) (55)

Dado que los términos de la izquierda de las relaciones (54) y (55) son iguales, podemos
igualar los términos de la derecha para obtener:

Pr((4/B))= Pr(<BPf(>gPr(A) (56)

que es el Teorema de Bayes.

En el caso de variables aleatorias continuas Z y Y, el Teorema de Bayes también es
aplicable para las probabilidades elementales:
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Hzr)= (57)

Donde:

fz2(Z) = Funcidén de distribucion de probabilidad marginal de la variable aleatoria Z
fy(Y) = Funcién de distribucion de probabilidad marginal de la variable aleatoria Y
f(Z|Y) = Funcién de distribucion de probabilidad de Z dado Y=y
f(Y|Z) = Funcién de distribucion de probabilidad de Y dado Z=z

Considerando a una variable aleatoria Z definida en una region de interés, podemos
establecer su incertidumbre analizando la informacion previa que exista sobre esta variable
para definir fz(Z). Esta informacion puede ser obtenida de la fisica del problema o de datos
experimentales obtenidos de la variable en wuna region similar o del
conocimiento/experiencia de un experto. La distribucion fz(Z) representa el conocimiento
previo de Z, llamada distribucion de probabilidad a priori, antes de que se realice algun
experimento o observacion o estimacion para conocer el valor actual de Z.

Ahora bien, bajo la idea de obtener una mejor informaciéon de Z, podemos realizar un
experimento E, el cual puede ser una medicion mas precisa, una estimacion tipo mejor
experto o una estimacion producto de una variable Y correlacionada con Z o una
estimacion realizada por un método de interpolacion. En base al resultado e del
experimento E, se busca actualizar la incertidumbre de Z dada la nueva informacion. Esto
puede ser hecho por el Teorema de Bayes como:

f(<e‘Z>)x Z(Z)
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/(zle)=

En la relacion (58) el conocimiento previo, antes del experimento E, esta expresado en
t2(Z), que es llamada una distribucion a priori de Z. El conocimiento actual (o
incertidumbre) en Z, f(Zle), es el resultado de actualizar fz(Z) a la luz del nuevo
conocimiento obtenido del resultado e del experimento E. Puesto que f(Z|e) mide la
incertidumbre de Z después del experimento E, esta es llamada una distribucion a posterior
de Z. La actualizacion de las probabilidades a priori en posteriori requiere escalar fz(Z) por
la funcion f(e|Z)/fx(e), donde fr(e) es una constante dada por la relacion:

(€)= [ 1€l 2)1,(2)az (59)

Asi, la actualizacion bayesiana de informacion depende fundamentalmente en f(e|Z). la cual
es una funcion de Z. A esta funcion de le denomina funcidén de verosimilitud (probabilidad)
y mide la probabilidad del resultado e del experimento dado Z; es decir, cuantifica la
calidad de la informacion del experimento E.



En términos generales, usando como marco tedrico el enfoque bayesiano, es necesario
conocer la funcidon de verosimilitud para poder incorporar la nueva informaciéon en una
mejor estimacion de la variable de interés. En las aplicaciones de la geoestadistica, y otras
técnicas de estimacion, generalmente se asume que los datos muestrales no tienen
incertidumbre. Mas alla de consideraciones de errores de muestreo o de precision de los
instrumentos o técnicas usadas para determinar un valor de la variable de interés, las
estimaciones son realizadas usando solo los datos disponibles (pocos, generalmente) y los
resultados obtenidos muestran esta caracteristica de incertidumbre. Esta informacion
“dura”, es procesada en el sentido de representar datos “perfectos” y la informacion
“blanda” es desechada dentro de la dicotomia de calidad de “datos buenos” y ‘“datos
malos”. La informacién de contexto o indirecta generalmente esta disponible en mucha
mayor cantidad que la informacion muestral de la variable de interés, por lo que es
necesario incorporar esta informacion Util en las estimaciones, considerando algin indice
de calidad o incertidumbre que defina en forma consistente su confiabilidad.

Los datos duros corresponden a medidas precisas (definiendo la precision en forma
estandarizada a un método o técnica de andlisis de laboratorio o campo) de Z en una
localizacion X. La incertidumbre (error muestral) asociada a Z(X) es asumida como
despreciable. Este es el tipo ideal de datos.

Por su parte los datos blandos corresponden a mediciones o estimaciones con
incertidumbre no despreciable. Los datos blandos son imprecisos, producto de mediciones
hechas con equipos o métodos imprecisos o producto de estimaciones no perfectas con
variables secundarias o indirectas.

A los datos blandos los denominaremos como Y(X), para distinguirlos de los datos duros
Z(X). Los datos blandos, para poder analizarlos dentro del contexto de la geoestadistica
bayesiana, requieren de un medida o indice de incertidumbre que contenga informacion del
error potencial {Z*(X) - Z(X)}.

i) Datos blandos tipo A

Los datos blandos tipo A son las variables Y(X), estimaciones o mediciones, que estan
correlacionados con Z(X), pero que tienen asociada una incertidumbre en relacion al error
{Y(X) - Z(X)}. Dentro del marco bayesiano de andlisis, la incertidumbre de Y(X) esta
caracterizada por las probabilidades p; y p2, que son probabilidad de clasificacion de los
errores.

Los datos blandos tipo A representan el caso donde, por ejemplo, el contenido de carbono
en suelos, Z(X), es estimada usando la elevacion, Y(X), como un indicador de éste. A
diferencia de usar directamente las estimacion del contenido de carbono, obtenidas de la
elevacion, en un punto sin informacion; dentro del marco de la geoestadistica bayesiana,
estas estimaciones (a priori) son incorporadas en el método kriging, considerando su
incertidumbre p; y p,. Asi, la geoestadistica bayesiana incorpora en forma directa diferentes
fuentes de informacion y de estimacidon en un marco general de analisis y de estimacion.



ii) Datos blandos tipo B

Los datos blandos tipo B corresponden a intervalos [Zmin(X), Zmax(X)]. Entre mayor sea el
intervalo, mayor sera la incertidumbre asociada a estos datos y mas pobre sera su aporte en
un proceso de estimacion que combine datos duros y blandos.

La probabilidad de los valores fuera del intervalo [Znin(X), Zmax(X)] €s implicitamente
considerada como nula (o, al menos, despreciable).

Los datos blandos tipo B considerados se refieren a estimaciones, o mediciones, directas de
la variable Z(X) y presuponen que no hay un error (no se conoce) asociado al intervalo
definido. En términos generales, los intervalos se refieren a datos puntuales (en un soporte
muestral de dimensiones especificas) y no a clases o categorias.

En los datos blandos tipo B, se desconoce informacion sobre las probabilidades dentro del
intervalo. Asi, la ignorancia implica simplemente que no hay informacién y no una
distribucion de probabilidad especifica.

iii) Datos blandos tipo C

Los datos blandos tipo C se refieren al caso donde en una region existe informacion previa
general de Z(X), caracterizada por una distribucion de probabilidad a priori fz(Z). La
region puede ser de caracteres general cubriendo toda la region de anélisis o subregiones
(clases o categorias) dentro de la region general de andlisis. La funcion de distribucion de
probabilidad a priori esta definida en forma estacionaria (independiente del punto X dentro
de una region), por lo que en cada punto a estimar puede considerarse como una
distribucion a priori valida para el punto en particular.

En el Analisis bayesiano de la informacién y usando el marco tedrico-metodologico
desarrollado por Alabert (1987) como punto de partida, podemos generar las funciones de
verosimilitud para datos codificados como indicadores. Para esta situacion consideraremos
la existencia de datos co-localizados Z(X) y Y(X), donde Y(X) representa un dato blando y
Z(X) es un dato duro.

La interpretaciéon de las probabilidades p; y p, es como medidas de la incertidumbre
asociada a datos blandos tipo A o B. Asi, si p; tiende a uno, entonces la incertidumbre
asociada a Y(X) para estimar Z(X) tiende a cero, representando el caso de un dato duro.

El otro extremo donde p, tiende a uno representa el caso donde hay una correlacion inversa
entre Y(X) y Z(X), por lo se requiere un cambio de Iy(X,y) a 1 - Iy(X,y).

La calibracion de los datos blandos tipo A consiste en la estimacion de las probabilidades
pl y p2. Asi, usando datos co-localizados Y(X) y Z(X), podemos revisar un dispersograma



de sus patrones (Figura 21). Bajo la hipotesis de estacionariedad, la dependenciade Y y Z
en X es eliminada.
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Figura 21. Dispersograma entre Y y Z para estimar p; y p2 de datos blandos tipo A.

Definidas las regiones A, B, C y D (Figura 21) representando el nimero de datos en cada
una de ellas, entonces las probabilidades p; y p» pueden estimarse de:

b= A
=
A+D
60
B (60)
P B+C

Asi, la codificacion indicadora (vector de informacion) de los datos blandos tipo A requiere
de estimar las dos probabilidades p; y p2. En el caso de los datos duros, estos se distinguen
porque p; = 1.0 y p2 = 0.0. De esta forma, la codificacion de indicadores propuesta toma en
cuenta la incertidumbre asociada a cada tipo de informacion.

La calibracion de datos blandos tipo B para el caso de intervalos, podemos usar la
formulacién indicadora de Wingle (1997), donde el rango de valores de Z(X), [Zmin, ZMax]>
es discretizado en ¢; clases, i=1, 2,..., K+1. Asi, el kriging indicador puede ser planteado
como un kriging de clases o intervalos, reduciendo los problemas de estimacion asociados a
valores umbrales. Bajo la consideracion de intervalos (clases o conjuntos), podemos usar el
dispersograma entre Y y Z para estimar las probabilidades p; y p, asociadas a cada
intervalo (Figura 22):

_ E

" D+E+F

~ B+H
CA+B+CH+GHH+I

P
(61)

P,



La estimacion de p; y p, definida en las relaciones (82) es independiente de codificar la
variable Z(X) en clases y puede ser utilizada para cualquier intervalo que se defina,
generando asi la funcion de verosimilitud indicadora para los datos blandos tipo B. La
codificacion, con incertidumbre, de estos datos requiere de p; y pa.
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Figura 22. Dispersograma entre Y y Z para estimar p; y p2 de datos blandos tipo B.

Para la calibracion de datos blandos tipo C y se considera una region de andlisis cualquiera,
la cual puede ser dividida en zonas representando comportamiento mas o menos
homogéneos (decision de estacionariedad) de la variables de interés podemos definir una
variable indicadora de categorias o clases (Figura 23).

Figura 23. Zonificacion de una region de andlisis (las x representan sitios de muestreo)

Si en la regidén de andlisis se cuenta con datos muestrales suficientes, podemos definir en
cada zona o clase una distribucion de probabilidad a priori usando la informacion muestral.
Asi, los indicadores (variando de 0 a 1) pueden ser calibrados en forma mas local o en
funcion de clases taxonOmicas establecidas por algun criterio y que reduzca la
incertidumbre asociada a las estimaciones Z(X).

En la estimacion de la relacion entre datos blandos y duros y para el caso general de la
relacion lineal entre Y y Z tenemos que:



Z=a+bY (62)

donde Y, es cualquier transformacion de Y que produzca una relacion lineal con Z. La
constante aditiva a puede ser filtrada facilmente restandosela a Y, (relacion inversa entre Y
y Z), para contar con una relacion lineal que pase por el origen.

Para que la pendiente sea igual a uno (linea a 45 grados), es necesario hacer que las medias
de Yy Z sean iguales. En el caso del analisis multifractal (Paz, 2006), esto es hecho en
forma estdndar al normalizar las variables como paso inicial (medias igual a uno), por lo
que debe realizarse un proceso similar para el caso del andlisis geoestadistico. Asi, la
relacion queda como:

7=y (63)

t

que estd implicada en la discusion de las Figuras 22 y 23 para estimar las probabilidades p;
Y p2.

La relacion general dada por (63) puede generalizarse para considerar el caso de un andlisis
multivariado de regresion, donde Y, representa:

Y, =bY, +b,Y, +..+b,Y, (64)

La relacion (64) puede representar todo tipo de transformaciones no lineales sobre las
variables secundarias Y;. Asi, se puede usar todo tipo de herramientas de la estadistica uni o
multivariada para estimar una relacion (lineal) entre la informacion indirecta disponible y la
variable de interés Z. Esto permite explotar todo tipo de informacion para evaluar las
estimaciones con informacion indirecta y codificar los resultados como datos blandos tipo
A.

Para el caso de variables codificadas como indicadoras (clases o categorias), podemos
utilizar la regresion logistica binaria para estimar probabilidades en forma directa:

m:h{ 1 J:a+@x3+m+@g; (65)
— P

Donde las probabilidades pueden calcularse de:

_ exp(7,)

" lrexp(r) 0

i

Asi, podemos estimar las probabilidades de los errores de clasificacion p; y p, para
variables categoéricas, construyendo un diagrama similar al usado para las variables
continuas.



Para poder contar con métodos que reduzcan la necesidad de modelar las funciones de
covarianza simples y conjuntas, podemos utilizar varias hipdtesis tipo Markov (Journel,
1999). Una hipétesis tipo Markov puede ser establecida como “la informacion dura I(X,z)
filtra cualquier informacién blanda co-localizada”. Esto es, si en un punto se cuenta con
informacion dura y blanda, solo se usara la informacion dura. Una hip6tesis simétrica a la
anterior puede ser establecida en el sentido de que la informacion blanda filtra a la dura,
adecuado bajo consideraciones donde el soporte muestral de la informacion blanda es
mayor que el de la informacion dura, siendo asi mas informativo de los aspectos locales del
punto a estimar.

El uso de informacion blanda en los sistemas kriging ha sido considerado por Diamond
(1988) para el caso de intervalos y por Rostov y Dubrule (1986) para el caso de
desigualdades. Emery (2003) discuten la incorporacion de informacion blanda dentro del
método del kriging disyuntivo. El sistema kriging discutido en este apartado es el
denominado kriging blando (Journel, 1986), generalizado por las hipdtesis tipo Markov y
por el uso del método de actualizacion de probabilidades del marco bayesiano. Asi, el
método de estimacion puede denominarse como kriging indicador bayesiano.

El sistema kriging debe considerar las siguientes fuentes de informacion:

* Datos duros indicadores locales I(X,z) originados de datos duros locales Z(X),
continuos o categoricos.

* Datos blandos tipo A originados de la variable primaria o de variables secundarias o
indirectas estimadas o medidas en Z(X)

* Datos blandos tipo B originados de intervalos de la variable primaria o de variables
secundarias o indirectas estimadas o medidas en Z(X)

* Datos blandos tipo C originados de distribuciones de probabilidad de la variable
primaria o de variables secundarias o indirectas estimadas o medidas en Z(X), tanto
a escala local (zonas o categorias) como global (toda la region).

En cualquier localizacion X en la region de analisis, la informacion a priori de Z(X) es
caracterizada por cualquiera de los cuatro tipos de informacion presentados.

En el caso de que en algun punto X exista mas de una fuente de informacion, se puede
utilizar un criterio que defina el dato con menor incertidumbre como el que debe ser
retenido (codificacion inicial de los datos muestrales):

* Si hay un dato duro y datos blandos co-localizados, solo es necesario retener el dato
duro y no codificar la informacion muestral de los datos blandos.

* Si solo hay datos blandos co-localizados, solo es necesario retener el dato blando
con menor incertidumbre (p;)

Para la informacion tipo cualitativo caso de conjuntos se requiere que el sistema de clases
(conjuntos) dentro del universo de clases, sea exhaustiva y disjunta. Esto es, se requiere del
conocimiento de todas las clases y que estas no se traslapen entre si.



Una relajacion del marco tedrico de la estadistica es considerar en forma explicita la
existencia de la ignorancia. Esto es, podemos definir una clase adicional denominada
ignorancia, la cual representa los problemas de clasificar un objeto en forma indeterminada
o simplemente la falta de conocimiento de todas las posibles clases dentro del universo (de
discurso en este marco teorico). La clase de la ignorancia puede representar mezclas de
clases de cualquier orden. Por ejemplo, una estimacion o medicion de una variable blanda
puede dar informacion que no hace posible asignarla, con conocimiento perfecto, a algiin
intervalo especifico (conjunto) y solo a mezclas de ellos. La teoria matematica de la
evidencia de Dempster-Shaffer (Shaffer, 1976) nos permite considerar la situacion descrita.

En otra perspectiva, considerando conocimiento perfecto de todas las clases dentro del
universo de andlisis, podemos considerar la vaguedad en la definicion de las clases. Por
ejemplo, podemos definir una zona denominada “suelo muy organico” usando el juicio de
un experto. El termino lingiiistico “suelo muy orgédnico” implica una vaguedad en la
pertenencia a ese conjunto de las observaciones de la materia organica. Asi, las clases del
universo pueden ser relajadas para considerar indefinicion (vaguedad) y traslape entre ellas.
La teoria de los conjuntos borrosos (Zadeh, 1965) nos brinda las herramientas para
considerar la situacion descrita.

En una perspectiva mas general, es posible el desarrollo de una teoria general de la
informacion que fusione el marco tedrico de la estadistica, de la teoria de la evidencia y de
los conjuntos borrosos en un esquema que permita incorporar todo tipo de informacion, con
su definicion particular de “incertidumbre”, en forma logica y consistente. Este desarrollo
sera considerado en futuros proyectos.

La integracion de la geoestadistica con la teoria de los conjuntos borrosos, con algunas
generalizaciones, ha sido discutida por Paz (1987 y 1989) y por Diamond (1989). Los
intervalos son un caso particular de la teoria de los conjuntos borrosos y de la teoria de la
probabilidad, por lo que pueden ser mas facilmente incorporados en las estimaciones
geoestadisticas (Diamond, 1988).

El marco tedrico presentado anteriormente es la base de la geoestadistica indicadora
bayesiana (GIB), el cual es un esquema de integracion de todas las fuentes de informacion
(misma escala) disponibles en un proceso de estimacion.

Aunque la geoestadistica indicadora es un realidad una técnica multi-lineal de estimacion,
es posible generalizarla para que incorpore el caso no lineal en forma explicita.

6.- Bases para el uso de una geoestadistica indicadora bayesiana generalizada

Desde la perspectiva de la teoria de los procesos multifractales, no lineal, las variaciones
espaciales y el efecto de escala son dos manifestaciones del mismo fenémeno de
intermitencia (Paz, 2006). Considerando los objetivos de desarrollar una relacion que
permita pasar de la escala puntual (soporte muestral finito) de la informacion edafologica
de los sitios de muestreo existentes en México a la escala del sensor AVHRR (resolucion
del pixel de 1 km x 1 km a fadir) a bordo de la constelacion de satélites NOAA (Figura 24),



es necesario fusionar el marco tedrico de la geoestadistica indicadora bayesiana con el de la
teoria de los procesos multifractales.
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Figura 24. Esquema del problema de escalar informacion edafoldgica terrestre (puntos
grises, magnificados) a la dimension del sensor AVHRR (reticula).

Considerando el caso de una region de andlisis cualquiera, donde la escala mas externa
(mayor) esta dada por L y ésta es dividida en segmentos iguales de longitud 1 (soporte
muestral en un muestreo exhaustivo de la region de analisis). La razén de escala A=L/1, A>1,
estd dentro del rango 1 < A < A, donde A=L/lyin, ¥ lmin la escala minima del proceso
multifractal.

Asimismo, considerando a la variable Z (densidad = concentracion/espacio), a la escala L,
con A=L/L=1, la podemos normalizar para que su promedio sea uno:

(67)

La densidad a la escala A es transferida multiplicativamente a la escala inferior siguiendo un

proceso conservativo, de tal forma que el promedio se conserva a todas las escalas
definidas:

Elg1=1, 0O (68)

La escala superior modula en forma multiplicativa la transferencia de densidad a la escala
inferior a través de generadores estocasticos:

@ =Vg=1 (69)

donde vy es el generador u orden de singularidad del proceso. De la ecuacion (69) el orden
de singularidad esta dado por:



_ log(®)

= 70
log(4) 70
El proceso multifractal tiene una distribucion de probabilidad dada por:
Prig, = V)= Aw (71)

donde Pr es la probabilidad y el signo =significa igualdad dentro de factores constantes o
variando lentamente (tal como la funcion logaritmica). La funcion C(y) es la codimension
del proceso y esta dada por:

C(y)=d-D(y) (72)

donde d es la dimension del proceso (d = 2 en el caso bidimensional) y D(y) es la
dimension fractal asociada al orden de singularidad .

6.1.- Interpretacion geométrica de las probabilidades multifractales

La funcién de probabilidad dada por la relacion (71) la podemos poner en el formato de la
teoria geoestadistica como:

P < ¥} =1-Prg 2 X }=1-a())x ¥ (72)

donde el signo de aproximacion fue cambiado por el de igualdad al utilizar un prefactor
a(A), el cual varia lentamente con la escala A.

a(bA)

lim(A — o) o)

=1, 0b>0 (73)

Ahora bien, considerando a un valor umbral k de la variable normalizada, asociado a una
singularidad yx, podemos re-escribir la ecuacion (100) como:

P, <o }=1-a(Ha < (74)

que tiene un formato similar al usado en geoestadistica.

Dejando la escala fija (soporte muestral fijo), podemos definir una funciéon indicadora
escalante como:

(75)

1si Pr{g () < qu}}

0, de otra forma

I:(X>={



La Figura 25 muestra en forma grafica el caso de la funcion indicador inversa dada por
(103) para una escala A=Il,/L, donde los cuadros (I; x 1;) rellenos implican que la funcién

indicadora vale 1.
- =

-

Figura 25. Funcion indicadora inversa para un soporte muestral I; y un valor umbral k.

La Figura 26 muestra el mismo caso de la Figura 22 (mismo umbral k), pero para un

soporte muestral I, (escala A,=1,/L), 1, > 1;.

Figura 26. Funcion indicadora inversa para un soporte muestral 1, y un valor umbral k.

El esquema presentado en las Figuras 25 y 26 muestra que el espacio ocupado por un
indicador (inverso) varia con la escala de observacion. Cuanto mayor sea el soporte
muestral (la escala siendo menor), la variabilidad espacial del indicador serd menor, por
efecto del promedio en un soporte muestral mayor.



Ahora bien, de las Figuras 25 o 26, el nimero total de cuadros de dimension 1 x 1 esta dado
por:

Ld

N, = i A (76)

Donde d es la dimension del espacio euclidiano de analisis (d=2 en nuestro caso).

El numero total de indicadores que cumplen la condicion inversa de (75) es:
N, =aA"® (77)

donde se ha supuesto que la funcion indicadora inversa tiene un comportamiento fractal,
caracterizado por la dimension fractal D, asociada al valor umbral k.

Asi, la distribucion de probabilidad del indicador inverso esta dada por:

1-1} =Py, 2@‘}=]]\\;k=a/]c(@) (78)

T

De la relacion (78), resulta claro que el establecimiento de la relacion multifractal dada por
(71) puede ser estimada a través de indicadores (distribuciones de probabilidad), usando un
sistema kriging indicador.

En la teoria de procesos multifractales se requiere contar con informacion exhaustiva (malla
definida a una escala), por lo que para procesos edafologicos especializados es necesario
primero realizar estimaciones, no lineales, para todos los puntos del espacio sin
informacion. Las estimaciones deberan tener las mismas caracteristicas de los procesos
multifractales.

Asi, bajo la perspectiva multifractal, el definir las funciones de estructura a una escala fija
(soporte muestral), nos permite realizar estimaciones a esa escala. Conocida la funcién de
codimension del proceso, necesaria para realizar interpolaciones, podemos usarla para
hacer cambios de escala de las estimaciones realizadas como ya se discutid en las graficas y
cuadro de cambio de COS al variar vy.

6.2.- Punto de fusion de las estimaciones geoestadisticas y las funciones multi-
escalantes

El problema de estimacion en geoestadistica dado por el sistema (29), requiere del
conocimiento de los momentos estadisticos de orden q=2:

Bz x0)-zoof |= Bz cof |+ Efzcof |- 28z colelzon] - a9)



En Paz (2006) se presentd una funcion generalizada de momentos estadisticos de orden q
cualquiera, para el caso de las diferencias de variables separadas una distancia h {Z(X) —
Z(X+h)}9, que define un variograma generalizado de orden q. Asi, para poder definir la
fusion de la teoria geoestadistica con la de los procesos multifractales, es necesario:

» Establecer funcion de covarianza generalizadas de orden q.

e Usar, como primera aproximacion, la teoria de estimacion de la geoestadistica
(kriging indicador bayesiano) definiendo una relacion entre los momentos
generalizados y las estimaciones de orden q=2 de la geoestadistica. Asi, el método
kriging puede ser usado en forma directa.

Siguiendo el planteamiento del método kriging, en los procesos multifractales seria
necesario minimizar una funcién de orden q (fraccional o entero):

minlEfz*(x )= z(x )’} (80)

aunque queda el problema teérico de definir cual orden q utilizar o si al minimizar un
momento de orden q se logra una optimizacion global.

Una manera de evitar el problema de la alta erraticidad (intermitencia) asociada a los
procesos multifractales, es usar el orden de singularidad y como variable a estimar, usando
para esto la transformacion definida por la relacion (80). El caso de los valores iguales a
cero puede ser resuelto utilizando un valor minimo cercano a cero.

7.- Conclusiones
Como se ha indicado la estrategia de desarrollo puede resumirse en los siguientes puntos:

* Estimacion del COS al centro de una malla (puntos de muestreo)

* (Cambio de escala de puntos de muestreo a pixeles

* Relacion de COS con reflectancias

* Inventarios a escala de pixeles

* Uso de informacién de contexto para interpolacion/cambio de escala
* Inventario nacional a escala AVHRR, MODIS y LANDSAT/SPOT.
* Mapas de suelos, degradacion, series, topografia, experiencia, etc.
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